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The problem examined in this paper comes from perc&trion thetIp. C; - (X. E) is a simpk 
geomctnt* planar graph each vertex of which has a finite degree. We partition X in two subsets 
X,, S, and we colour in blue each vcrtcx and edge of the s&graph G,, generated by X, and in 
red each vertex and edge (d GsI.. We obtain btuc cbters (resp. red clusters) namely the 
camlx,ncnts of G,, (resp. <>f G,,). We want to characterize G SO that for any such coloration, any 
dnite cluster of one colour is surrounded hy a cluster of ;hc l%her colour. A necessary and 
suffisicnt condition is that every component of G is a tzaximat infinite phtrrur graph and that 
every vertex x is surrounded by the cycle which connects the vertices adjacent tr, x. 
1. Introduction: rappl de ksultats 
1.1. 
Sair un plan P orient6 dans le sens trigonombique et un graphe giomCtriquc 
planaire simple G = (X. E) ;mmergO dans P. G sera fini ou infini dknombrable et 
Iocalement fini (c’est-A-dire que tous ses sommets seront de degrk fini). 
Les dbfinitions gCn&ales sont celles de Berge [I]. Ajoutons les dSnitions 
suivantes d&ormais courantes en cc qui concernc lcs praphes tcrpologiques. On Its 
tro~~~ta par cxemple dans I‘atticle de Biggs 12) mais ce qui suit suffit B la fecture du 
pr&nt article. 
IhWwhlo,ns chaqw ark de G en dcux arc de memes extr&mit& et de sens 
oppos6, d;~ point de vue comhinataire, mais port&s par 1ti m8me ligne dans fa 
rep&entetion gbmbique. L’arc d’cxtr4mit6 initiale x et d’extrkmite terminak x’ 
sera note Q = (x, x’). Les degrbs des somtncts seront calcuEs dans le graphe simple 
initial. Notons ,,X bsemhle des scbinmets, I? C ,X2 I’ensemhle des arcs, et notons le 
grapht: G = (X, & A, 7, p). Posons lgalcment 
ks symholes A, r, p, ont Ies signifbtions suivantcs: 
A z%z ?rne application de E dans X. Pour tout arc P. A(e) disigne l’extz2mit6 initiale 
C. 
c 6 qui renver~e fe sens des arcs. Pour tout arc e, r(e ) = I’arr de 
8 
It& que e et de sens oppo&. 
pp = &we: subs&bon de l!7?, ses orbkfcs sent tes ensembles d’arcs de meme extdmitk 
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init:,sre, SW ;haque orbite p est la permutation induite par l’orientation du 
plan. Pour tout arc e, p(e) cst l’arc de m&e extr&nitk initiale que e et qui sr:it 
immddiatement l’arc e quand on tourne autour de A (c) dans le sens 
trigonom&ique. 
Nous admet tcins Zes &ultats suivants: 
(I) pour tout arc e, A *{e) est I’extr&mitk terminale de e, 
(2) si G est fini et connexe, p * est une substitution de l? dont les otbites sont les 
fronFi$res orient&es des faces de G d&xites dales le sens trigonomhique s’il s’agit 
de la face infinie, et sinon dans le sens contraire, 
(3) si G est infini et connexe Q * est une substitution de I? dont leu orbites finies 
sont des frontihes orient&es de fares. 
Contour d’urw face finie 
Supposons G fini et adaptons la definition de Berge [ 1] pour tenir compte de 
i’orientation. Le contour d’une face finie est le circuit Mmentaire orient& dans 1e 
sens contraire du sens trigonom&rique, content dans la fronti&-e de la face et tel 
que toute ta frontihe de Ia face soit situ& dans la rcSgian fink du plan qu’il 
dicoupe. 
Sous graphes 
H = CL &signera le sous graphe de ~2 engcndr6 par X’CX. On notera 
X’ = X(H). pH reprhente l’analogue de p restreint B N. 
Si tous les sommets de G sont de degrt! strictcment supMew i‘r tin, les conditions 
wivantes sent 6quivalentcs. 
(1) p*3= 1& 
(2) Ve E& A *(e) et P&F) sent adjaccnts. 
(3) Toutes les composantes de C;: sont pIanaircs mwimalcs. 
Ihns ia tkorie de la percohion d&h en 1956 par IC mathhnaticie 
Hammcrsley ptris d&eloppCe en gsrticutier par Dotnb, Sykm ct E 
s’intfresse b des configurations compnrtant deux typm da sitts a, J3 dunnant lieu 
dos arnas qui p::uvent Stre finis ou g&ants, Ch part cn ~&I&A d”um sftwtiaa oil Ies 
yes du iype a sont t&s rates et donnent icu h des amtis his ~oy’Cjs dms un 
g&ant gfe sites du type p. Puis la proportion G sites fll augment 
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partir d’tttl SCUD! dit critique I‘apparition d’un amas @ant de sites (11 se ramifiarlt 
dans lout@ Mendue du milieu consrtiirC. On dit ah-s qu’il y a percolation. 
li)ans k C88 d’un miku ii dew dimensions cJn distrihue par exemplc tes sires aux 
nwuds d’un r&xau planawe t@ulier B maiks cart&es ou triangulaires equiiaterales 
k L&s mmas wnt akws ks camposantcs connexcs du sous graphe 
engendrd par les nocuds partant un mCme type de sites. 
k but de cet article est de catact&iser tea gtaphcs ptanaires pwr Iesyuels tout 
amas fini d’un type cst entour- pat un amas de Lwtre type. On &t&t un mod?lc 
combinatoire powant servir de support A dcs problkmcs de percolation B deux 
dimensions, pour lesquels I’agrandissemcnt d’un amas d&end uniquement de la 
modification Jes sites dClimitant I’amas qui I’cntouro. 
2. Ama~ 
G designe un praphc gCom3triyuo planaire simple 
G =(~.E)=(~~.E.A.T,p), t x L -2 2 
Soit une partition de A’ CO dcux classes A 1 et A+? rpc I’on asGisikt-a b un 
colariag~: couleur bleue pour X,, rouge pour X2. 
Dcus sommets adjacents peuvent etre de ia meme couleur, en ce cas on cotc~c de 
cctte coukur Vat&e qui Izs relic. Nous appellerons nmits 6lcu tout; composante 
connex~ de Gy,, wws rouge route composantc connexe de C,,. 
On chetchc i caractkiser k grsphe Cs’ pour qu’il v&-ifk la proprk% P, suivantc: 
Pour tout coloriagc, tout ifmas fini d’unc couicur est entour& par un amas de 
l’autre couleur. 
Cette formulation vient de la thbrie de la percolation. Nous allons fcrmuler 
autrcmt’nt gx~~t !nancet Ic th@ort”mc quc nous &ablissons. 
l’h&r&me %I. lks cmdiriom wcioan~es smt ~quiualcvtt~s. 
F,: Pm4r touts partition XI, Xi, mute cmnfxwmte connexe fink de Gs, (mp. de 
Gs,) at canterrue ii l’irrt&itrur d’une fuca fink de CC&, (mp. de Gx,) 
Pz- ;r’autg? OFbite de p * est ult circuit trmrtph!re otimtit darts k sem ci!nlmk h 
lB&iww!ratlon du Part 1. Suppowns d’akord l’h~p~)thk f’~ 
v&ifi& pour c‘n dt: 
zzs de, sona mrls iss f&. 
in effet en colr,riant un sommct is& Q en blcu, un awe sclmmet 
n rouge et fes derniers sommets en bku s’it en reste, I’amns fini ~&xJ b 1 
~~~t~~~~~ Pt. 
otons Xy I’ensemble des sommets adjacents au sommet cz. 
U. Tiwt sommet a est dans une fate fide de Cl&, et & (a) 3 3. 
Posons X, = X4 (bleu) et Xz = X -- X@ (rouge). Le sommci=t rok:ge 
amas finil dons il est bien situ6 h I’intkieur d’une face finie de 
et GRe a au moins trois sommets. 
E, A *(e) et A ‘p(e ) sont adjacents. 
Isft. Soit e = (x, u) un arc posons p(e) = (x, u), u est distinct de U, 
par l’absurde en supposant que u n’est pas adjacent B v. u est situ6 & 
ricur d’une face finie de &. Soient ul u2 l l . u, l I l & le!. SomnWs wccessifs 
kmentaire orient6 dans Je sens contraire du sens trigonom&trique et qui 
~~~st~tue fe cmtaur de cette face au 
ofon Y,, = (u,, - a .> u,, . . ‘, uk, u) et 
~~i~~~jt CMmcattaire vt, tt2, . . ., v/, . . ., vl 
Yea = (Vi,. . ., q,. . ., v,, v) et 
sens de l’in troduction. 
K” = &. De la m6me fagan on associe un 
8 v et on pose 
K, = Gv,. 
(11 Mantrrms que v est strictemenr 5 l’inakkieur d’un triangle u, ui, ~i+~ de K,. Le 
et x est adjacent B u, deux cas sont ti envisager: 
(a)) 3i, x = u1 alofs 
fky (% u) = PK,, (ui, u) = (u,, h) = (x, ui +I)* 
LX %BHTifftCf 11 il'W pas adjacent $ u dwc ue YU et par suite u# Ui+I or 
(x, r j = p{x, u) done v est strictement 31 i’inthicur du triangle {u, Ui, u;.,). 
(b) Vi, x # U& &r’s x &ant adfacent B u es;t strictement B I’intkieur de I’un Ides 
fes {u, u,, M,+ ,J et zi qui est adjacent 2 x et distinct de u, ui, U, +1 est isgalement ii 
f*~~t~r~~ur de ce triangle. 
(2) Montrons maintenant que u est dans la face infinie de KU. Chaque ui est 
adjacent B u et distinct de u done Ku est B i’int&ieur du triangle W UiUi+t avec 
kv:ntueE:ement des sommets en ui ou u i,1, mais pas en u. Done u est bien dans la 
e infinic de K,. 
On peut enfin dkduire de P, que u est strictement & I’intkrieur d’une face finie 
K,. La preuve est omise, elle est identique 5 celle du point 1. La contradiction 
es points 2 et 3 Ctablit Lemme 2.5 par I”abs?rje. 
&em 2.6. P, impkp4e Pt. 
r&on, Si I’hypothkti P, est v&&e 12 t&a&e de l’introduction et dies 
es 2.2, 2.4 et 2.5 que p*’ = IS, &st b dire que tows kes orb&es de p * sent 
e:b c:retr!ts triangulaires. Achevcms d’Ctab5r fpa par l’absurk Sf O”un des &ctits, 
e g 8q de sammets CI. b, c &aia oriwtk dans le sens txigonom&riqutt, il 
~~~~~~~~~l~~~ra~t D;r bron\ti&re de la face in,“inie d”une composante connexe #Z de G. En 
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ce cas 0 serait dans la face infinie de G C. -ro) et en coloriant les sorwwts de C - {a ) 
en ratyz, et tous Ies autres sonmets de G en bl-•* cU, WI obtiendrait un coloriage pour 
lequel k sommet a wmstituerait h lui seul une composante ronnexe finie de Gx, 
sit&e dam la face irrfinie de Gx,, ce qui contuedirait Pi. 
Tauks Ees orbites de p * sont done des circuits triangulaires orient& dans 1~ sens 
cantraise du sens trigonom&rique ce qui achkve d’ktablir Pz. 
Dkmonstration du Th&&me 2.1. Part 2. Supposons que P, est vraie et Aerchons ii 
eti d&duke P,. 
L”hypoth&e P2 implique que p *’ = lg, chaque composantc conwxe de f; est 
maximale et aucune orbite de p” n’est contour de la face infinie d’une somposapte 
connexe. Chaque composante est done infinie et G est globalement mkmal (tour 
sommet est entour par le cycle Mmentaire reliant les sommets qwi iui sent 
adjacents). 
Soit H une composante connexe finie de Gx,. Sa face infinie a pour frontike tine 
orbite de p;61= pffr qui est un circuit (pas nkcessairement 6lCmentaire) orient6 dans 
le sens t rigonom& rique. 
Les indices seront calcuEs mod k. Vi. e, =(x,, X, z ,). 
Lemme 2.7. (1) Vi, 0s i G k - 1, l’cd Q (x,, x,_ ,) n’appartient pas ti H. 
(2) De’signons pat I, -+ 1 le plus petit entier strictement sup&ieur ci un, tel que 
p5)“(&, XI- 4) = (x,, x, + I). 
AIors les sommets 
appartiennent ii X2 et sont reliks par une cha3-w dans CL,. 
(3) Enfin hc, = t, + l,le 
Dbmonstratbn. (1) Discutons sukant le degri de X, dans H 
Ia) Si & (Xi) = 1, puisque 4; (x, ) + 3, les at&es p(x,, x,. ,) et &x,, X, _ ,) n’appar- 
tiennent pas $ H. 
(b) Si & (x,) 3 2. Ralsonnons par l’absurde. Si ~‘on ii p(x,, X, J E H, alors, 
.*, p(x,,x,_,)=p&,.x, ,3=p~(x,-,.x,)=~x~.~~.I). 
Mais SIO~S xi.-: et xi.+ 1sent adjacents dans G et Ie triangle x, _ Ir xi, x, T I appaetien t B 
MS En outye ~~(xi-1,~~)=~it,,~,-r)= (x,,x~+~: p+ a ses orbites triangulaires done 
p*‘fXi-ly xi) z @d+i,xi -I) = pF(x,-1, x,) car (xIel. x,. 1) est un arc de H et que H est 
WI sous graphe de G, 
Conchsion (& ._ 1, Xi ) appartiendra & la mZme orbite dans C et dans H, orient& 
dans le dens ;-kograde dans G (P2) et dans le sens direct dans N (front&e 3c la 
face infinie) c’est absurde. 
(2) H &ant un sous graphe de G et xi appartenaat B I#, ks BCCS (xtq kr ) 
n’appartenant pas 5 Hz les sommets Ci,, n’appartiennent pas 
done h X2 car H est une composante connexe de Gx, et Q est 
sommet au mains de H. En outre pawns e = p’ (x,, x8- ,), ii vient 
41 + I = A *PI+’ (xi, x1-1) = A *p(e), done t&, est adjacent b ft., .) dans G done 
sow graphe de G. 
(3’) III reste $ &ablir que ra.,, = t,+l.l. On a p(~r,, t .,,) = (x,, x~+ ,), done p*(te,, a,) = 
(x,, x,, +,). Les orbites de p * &ant triangulaires on a 
dwc t,,,, = L.I. 
Lemme 2.8. La chufne ferde ayant pour sommcts ucccss~fs: 
Dimonstration. Introduisons trois types de rtgians finks du @an: 
(1) La rigion R formic de la front&e de la face infinie de H unie awe la r6 
finie du plan qu’elle enferme (H C R ). 
(2) Chacune des regions Si formke de I’orbite de p * passant par (x,, xc. I* t,.*, = 
r,+ ,.J unie avec la region fink du plan qu’elle d&limite (0 s i G k - a). 
(3) Chacune des regions Sij form&e de l’orbite de p* passant par (me,. t,+tw- I) unie 
avec la rbgion fink du plan qu’elle d&mite (0 G i 6 k - 1) (2 G i G r, ). 
L’union de toutes ces regions est une r&ion Rnie S du plan. 
Or chaqut arc (x4, x4+*) appartient B Sib Chaque arc(,x,il, x,) appartient soit au 
contour d’un uzs triangles Sk (si c’est un isthme de la frantibc de H) ou sinon 
orbite de p’ toniour d’une face finie de W cantcnue A I’intCricur d 
nrc fx,, 2l.j) appartient soit B S,, 0 B 2) soit $9 S,+ (j = 1, tl,, = t,.-l.,.,). 
Chaque arc &. xi) appartient soit B S,.,, I (i e rl) wit & Si (j = t, ). De telle wrte 
que I’on ne peut pas sortir de la r8gion S (finie) qui conticnt H,, sans passer par I‘un 
3~3s sommets t,, ou par un point de I’une des a&es { tdJ, tk,+ ,) de Gx4. Cc qui pmwc 
hen que H est ci I’inttSrieur d’une face finie 4~ Gxa entaur%c par I 
reliant Ies tijw 
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